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Seminar Nr. 7

Serii de puteri si serii Taylor

Probleme rezolvate

1. a) Sa se dezvolte in serie Taylor dupa puterile lui x, functia f(x) = (14+x)%,
r>—1, aeR.
b) Folosind seria obfinutd la i) (numitd $i seria binomiald) sa se dez-

volte in serie de puteri ale lut x urmatoarele functii, precizand si domeniul de

convergenta:
1
i) () = T i) (o) = T i) (o) = VTF 7,
. 1 1 . o 3x—1
lv)f(x)_\/H—xav)f<x>_1+2x7vl)f(x>_3x2_2$_1
Folosind rezultatele obtinute sa se determine suma seriilor numerice:
= 2n -3 X (2n —3)! & (2n — 1!
> (=" 2 D e ST
—~ @t "= (2n)ll T = (2n)!!

Solutie. a) Calculam derivatele de ordinul n pentru functia f(z) = (14z)®

fl(x) = a(l+2)*t, f'(2) = a(a—1)(1+2)*72, .., f"(2) = a(a—1)...(a—n+1)(1+2)* "

Conform formulei lui Taylor avem

«Q ala—1 ala—1)...(a—n+1
(1—|—$)":1+F:v+%552+...+ ( ) 778 )x"—i—Rn(:v),
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deci

(1+x)a:1+§:a((x—1)(04—2!)...(04—n+1)$n’ lz| < 1.

n=1

b) i) In seria binomiala

(1_“16)0(:1_{_?304(&—1)(04—Z?...(a—?”rl—l)xn7 o] <1,

n=1

consideram a = —1. Se obtine

1 _'1_ — = 1+ Z (_1)(_2)553)”'(_71)30” = Z(—l)”x", lz| < 1.

ii) Prin inlocuirea lui x cu —z in seria obtinuta la i) (lucru posibil, datorita

simetriei intervalului de convergenta) avem:

1 = .
1_x:2x, lz] < 1.
n=0

1 - :
iii) Pentru a = 5 In seria binomiald, rezulta

o 1(l_ L L_
11z — 1+Z2(2 1) (3 723(2 n_'_l)xn
n=1 ’
- T gye1l3-.-(2n=3)
_1+2+Z;1) ST x

T 4 (2n—=3)N
= 1+ + ) ()t 1.
2 n—2( ) (2n)!! 7" lel <

Raza de convergenta este 1, deoarece

P T ) L ek )1 G0 Vs

I 2n + 2 ]
= lim =
n—oo | (—=1)"(2n — ! (2n)!!

nooo 2m — 1
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Daca x = —1 in membrul drept obtinem seria numerica

i 2n—

care conform criteriului lui Raabe-Duhamel este convergenta.

Pentru x = 1, se obtine in membrul drept seria numerica

o0

I
—~ (2n)!!
care este de asemenea o serie convergenta conform criteriului lui Leibniz.
Prin urmare, multimea de convergenta este A, = [—1,1].
Pentru x = —1 rezulta

> 1 (2n = 3)!!
Z )H) (_1)717

sau echivalent
o0
-3t
n=

De asemenea, pentru x = 1 avem

__\/— Z 2n— )!!.

. 1
iv) In seria binomiala luand a = —5» avem

1+x — n!
- 1-3-...-(2n—1)
=1 —1)" "
_ e 2n =D
1+Z(—1) o)l " |zl <1
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Raza de convergenta este 1, deoarece

2 2
P~ lim n+
n—oo 2n +1
Pentru x = 1, seria
- . (2n — !
Z<_1) (2n)!!
— n)!!
este convergenta conform criteriului lui Leibniz, iar pentru x = —1 seria nu-
merica obtinuta
i (2n — 1
n=1

este divergenta conform criteriului lui Raabe-Duhamel. In acest caz, multimea
de convergenta este (—1,1].

In cazul In care x = 1 avem

sau echivalent

v) Inlocuind z cu 2z in seria obtinuta la i), rezulta

i n2n ’I’L

n=0

~

iar raza de convergenta este R = —. In acest caz multimea de convergenta este

(1)

vi) Descompunand in fractii simple obtinem

DN | —

3r—1 A B

) = o 1 3+l o1
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A+3B=3

AL B—_1 care ad-

Prin identificarea coeficientilor rezulta sistemul {

3 1
mite solutia A = 2 B = 5 Rezulta

3r—1 3 1 11

3r2—-2x—1 2 3r+1 2 1—=z
300 non _n - n 100 non n
EPIGUEESET DUEAEE DI (Ce b Aatebii

L, : 11
care are raza de convergenta R = 3 iar multimea de convergenta ~33 )"
2. Sa se determine dezvoltarile in serie Taylor in vecinatatea originii ale
urmatoarelor functii elementare:

i) f(x) =e”, (r € R);ii) f(z) = cosz, (z € R); iii) f(z) =sinz, (x € R).

Solutie. i) Avem

Deoarece |f™(z)| = [e®| < eM, pe orice interval [—M, M], rezulti conform
teoremei de dezvoltare in serie Taylor

oo n

x 1 2 1 n _ T
e =1+z+ 00+~ +'“_ZH’ Vz € R.

n=0

Raza de convergenta a seriei este R = 00.
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ii) Derivand functia f(z) = cosz avem

f'(x) = —sinz = cos(z + g)
f"(x) = —cosx =cos(x+m)=cos(x+2- g)
f"(x) = sinz = cos(x +3- g)
fW(z) = cosz = cos(z + 2m) = cos(x + 4 - g)
f@) = cos(x+ng).
deci [f™| = | cos(x + nz)\ < 1, pe orice interval [—M, M]. Se observa ca in

punctul zy = 0 derivatele de ordin impar sunt nule, iar derivatele de ordin par

sunt egale cu 1, respectiv —1, deci

,1’2 1‘4 1?6 :L.Qn 0 (_l)nxQn
=1l—-—=4+———=+...+ (=" = ——, Vx e R.

cosw SRR I Sl o T ; et "

Raza de convergenta a seriei este R = oo.
iii) Procedand analog ca la ii) se obtine
1.3 1:5 1'7 x2n+1 0 (_1)nx2n+1

nr=r——+———+..+(—-1)"—+... = — Vz e R
R T I T SOl o T ; EE A

Raza de convergenta a seriei este R = oo.

3. Folosind dezvoltarile in serie de puteri din exemplul anterior, sa se
dezvolte dupa puterile lui x functiile:

i) sinh , ii) cosh z; iii) cos® z; iv) sin®x.
x

. . 1 A ] € - 67 T = v
Solutie. i) Utilizand formulele sinh z = 5 1€ = nZ:O l

—r __ S 1 nIn lta

e _Z(— ) —7 rezultd
n=0
3 45 2l o 1
] h = _— — . N = 2 € R
e T L G TR Z(Qn—l—l)' e
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ii) Analog cu i), folosind formula cosh z = ¢ —|—2€ , se obtine
2 7t zn = 1
coshm—l—i—a—i-z—l— +(2n)!+'”: (2n)'x , reR.
n=0
ceey T i . 3 1 3 )
iii) Din formulele trigonometrice cunoscute cos® z = 1 cos 3z + 1 cosx, sl
B 0 (_1)71 . 32n 420 5
cos 3xr = Z W, rezulta
n=0
3 o0 (_1)n(32n—1 + 1)
3 _ v 2n
cos 93—42 (2n)! ", x el
n=0
. .9 . 9 1 —cos2z
iv) Cum sin” x se poate exprima sub forma sin® x = — o dar
e —1)n92n
cos2x = Z Lx%, rezulta
— (2n)!
_ I 1K ()2 I 1 &K (=1t
2 - - _ = 2n _ -~ _ 2n
sinr = 552 @)l T2 2 @yl "
n=0 n=1
_ x2 B 8_[E4 321,6 ( 1)n22n71x2n
4! 6! (2n)!

4. Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui (x—a), a # 0, functia f : R* — R,

fa) =1,

Solu%z'e. Pornim de la

, a#0.

+

1
Utilizand dezvoltarea cunoscuta Z )"y™, y € (—1,1) prin inlocuirea
n=0

—aQa .
se obtine

) x
lui y cu
(r —a)"

—Z—Z (m_a):i(—mw

n=0
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care este verificata oricare ar fi x € (a — |a|, a + |al).

5. Sa se dezvolte dupa

1 4
. terile lui . _ b 4
i) puterile lui x functia f(x) 3 +4,1x # 3
ii terile lut x — 1 ' = —1.
ii) puterile lui x functia g(x) 52 x #
Solutie. i) Din dezvolt th — §X1w” e (1,1
olutie. 1) Din dezvoltarea cunoscuta = - , -1,
l+y  ~ vy

prin inlocuirea lui y cu 7T avem:

) ( 4 4)
oricare ar iz € | —= .

poate fi scrisa sub forma

1
ii) Functia T2

1 1 1

l+2 (x—2)+3 3 1422
in dezvolt ! f}lV” € (~1,1) inlocui T2
n aezvoltarea = — s —1, mioculm pe cu 1
R ",y pe y 5

obtinem dezvoltarea in serie dupa puterile lui z — 2 a functiei g :

n=0

1 —
1+x

W

cu

‘ <1, deci z € (—1,5).

. . . 1 .
Pentru = —1 se obtine seria numerica g n care e convergenta, iar

n=0
00

1
pentru x = 5 se obtine seria convergenta (—1)”3—n, deci multimea de

n=0

convergenta este A, = [—1,5].
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6. Folosind formulele lui Taylor, respectiv Mac-Laurin, sa se arate ca:
e % — 142z — 222 4

i) lim =——,
z—0 33 9
v . 24Inx + 62* — 3223 + 7227 — 962 +50 8
ii) lim =_.
z—1 3(z—1)° 5

Solutie. i)Aproximam functia f(z) = e?* prin polinomul siu Mac-Laurin
de ordinul 3. Avem f(0) = 1, f'(z) = —2¢72*, f/(0) = =2, f"(z) = 4e7,
17(0) =4, f"(x) = —=8e~2*, f"(0) = —8, deci

2 3 4a3

=2z~ — x_ — (= = — 2_
e 1 2:13+2! 4+3! (—8)=1-—2z+2x B

Cu aceasta, limita din enunt devine

e 14222 . 1-20+22 -8 142022 4d 4

lim = lim =lm-—=——.

z—0 33 z—0 33 z—0 9g3 9
ii) Scriem formula lui Taylor de ordinul 5 asociata functiei f(z) = Inz in

punctul x = 1. Se obtine

Iz~ (z—1)— %(x _12 4 %(:{; 1 }l(x _1y.

Formula lui Taylor de ordinul 4 asociata functiei g(z) = 62* — 3223 + 7222 —
96x + 50 in punctul x = 1 este

g(r) = —24(x — 1) + 12(x — 1)* = 8(z — 1)* + 6(z — 1)*,
deci

. 24lnz + 62! — 322 + 7222 — 962 +50 . E(xr—1)° 8
lim =lim 20—+ = —.
r—1 3($ — 1)5 z—1 3(1‘ — 1)5 5
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Probleme propuse

1. Sa se dezvolte dupa puterile lui x functia: f:[—1,1] = R, f(x) = arcsinz.

Folosind rezultatele obtinute sa se determine apoi, suma seriei numerice:
o]

@n—11 1
2 )l 2n+1

n=1

2. Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui x functiile:

i) f:R— R, f(z) = arctan z;

ii) f:(—=1,00) = R, f(x) =In(1 + x);

iii) f: (—o0,1) = R, f(z) =1In(1 — z).

Folosind rezultatele obtinute sa se determine apoi, suma seriilor numerice:

DN R o G Vi
Z2714—1’2(27”H—1)22”72 no

n=0 n=0 n=1

3. Pornind de la dezvoltarea in serie de puteri ale lui x a functiei

1
V1+a?

lz| <1, sa se deduca suma seriei numerice
= S2n—1 1
Z(_l) @n)ll 2n+1
— n)!! n +
4. Sa se dezvolte dupa puterile lui x, respectiv x + 1 functiile
. 1 5
i) g(#) = o5 T F -

5. Sa se dezvolte in serie de puterit functitle urmatoare, specificandu-se

intervalul pe care are loc dezvoltarea:
2¢ — 1
i) f:R\{-2,3} =R, f(z)= 296—6 dupa puterile lui x si x — 2;
x?—x—

i) f:R\{-{} =R, f(z) =
iii) f:R\{g}—HR, flz) =

P dupa puterile lui x, x + 2 $1 x — 1;

dupa puterile lui x $1 x — 1;

5—
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iv) f: R\ {— }—)R f(x) = dupa puterile lui x, v+ 4 gi x — 5;

2+ 3x
v) f:R\{-4,1} = R, f(z) = % dupa puterile lui x gi v — 3;
vi) f: R\ {-3,-8} = R, f(z) = % dupa puterile lui x + 1;
vii) f: R\ {5,1} = R, f(z) = % dupa puterile lui x + 2.

6. Sa se dezvolte in serie de puteri urmatoarele functii:

i) f(z) =In(15 — 7x), z < ? dupa puterile lui x — 2;

ii) f(z) =1In(10 — 3x), z < ? dupa puterile lui x — 3;
iii) f(z) = In(bz —24), z > % dupa puterile lui v — 5;
iv) f(z) =In(2x +9), z > —g dupd puterile lui x + 4;
v) f(x) = In(6z — 23), x > % dupa puterile lui x — 4.

7. Folosind formulele lui Taylor, respectiv Mac-Laurin, sa se arate ca:
In(1 + 2z) — sin 2z + 22

i) alclgtl) . x3 =4
11) hn} m []_2 Inz + 3.’])4 — ].6(['3 + 365(72 — 48z + 25] = E,
ey 1 1420 — 222 4 . .. 48cosx?® — 48 + 24x*
iii) lim = ——,iv) lim =2,
z—0 33 9 z—0 s 19
v) lim z[3 — 4z + 62% — 122% + 122*(In(1 + z) — Inz)] = 5
T—r00
601In(z + 1) — 60x + 3022 — 2023 + 152* — 122° +242° 14
vi) lim =
z—0 171‘6 17
e .. 18In(z +2) — 18In3 + 11 — 20x + 132% — 423 17
vii) lim - —_,

21 6(z — 1) 27



